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定义： R是A上等价关系，由R的所有等价类构成的集合称之为A

 关于R的商集。记作A/R。即 

例如， A={1,2,3,4,5,6,7} , R是A上的模3同余关系，则 

   A/R= {[1]R,[2]R,[3]R} ={{1,4,7},{2,5},{3,6}} 
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一、商集 

 A/R={[a]R |a∈A} 



X/R1={[1]R1,[2]R1,[3]R1}={{1},{2},{3}} 

X/R2={[1]R2 ,[2]R2}={{1},{2,3}} 

X/R1={[1]R3}={{1,2,3}} 
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一、商集 

练习: X={1,2,3},X上关系R1、R2 、R3，如图所示。 
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一、商集 

定理:  集合A上的等价关系R，决定了A的一个划分，该划分就是
 商集A/R。 

证明： 由等价类性质可得 ： 

   (1)  A/R中任意元素[a]R，有[a]RA。  

  (2) 设[a]R,[b]R是A/R的两个不同元素，有[a]R[b]R=Φ 

  (3) 因为A中每个元素都属于一个等价类，所以所有等价类的

       并集必等于A。   
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二、由划分确定等价关系 

等价关系R A集合的划分 

A/R 

？ 

例如，X={1,2,3,4}, 

A={{1,2},{3},{4}}, X的一个划分, 

求X上一个等价关系R,使得X/R=A。 

显然，由图可得：R={1,2}2∪{3}2∪{4}2 。 
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若A={A1,A2,…,An}是X的一个划分，则可以构造一个X上的等

价关系R，使得X/R=A。 
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二、由划分确定等价关系 

构造方法：R=A1
2∪A2

2∪,…,∪An
2

   其中Ai
2 = Ai×Ai，  



任取a,b,c∈X, 设aRb，bRc, 必存在AiA使得<a,b>∈Ai×Ai ,<b,c>∈Ai×Ai ,
于是a,b,cAi , 所以<a,c>∈Ai×Ai ，又Ai×Ai R∴有aRc 所以R传递。 
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二、由划分确定等价关系 

定理：  集合X的一个划分可以确定X上的一个等价关系。 

证明： 设A={A1, A2,... ,An}是X的一个划分，构造关系R=A1
2∪A2

2∪…∪An
2，

 其中，Ai
2=Ai×Ai， 

任取a∈X，因为A是X的划分，必存在AiA使xAi ,于是<a,a>∈Ai×Ai , 又
Ai×Ai R，所以有aRa。 

证R自反 

任取a,b∈X, 设aRb，必存在AiA使得<a,b>∈Ai×Ai ,于是a,bAi , bRa, R
是对称的。 

证R对称 

证R传递 


